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Preliminares Sobre Análisis Matricial (Resumen)
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En todo lo que sigue, se asume que K es un cuerpo.

1. Concepto de matriz y operaciones

Definición. Una matriz de orden m× n sobre un cuerpo K es un tabla A de m filas y n columnas,
formada por elementos aij ∈ K, del tipo

A =

 a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn


Una submatriz de A es una matriz formada a partir de A suprimiendo filas y/o columnas. Se llama
diagonal principal de A a la diagonal formada por los elementos de la forma aii.

Observación. Se escribe A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n o bien A = (aij)1≤i,j≤n si es cuadrada.

Observación.

La matriz nula m× n se define como la matriz A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n donde aij = 0 ∀i ∀j; se
representa por 0.

La matriz identidad n× n se define como la matriz A = (aij)1≤i,j≤n donde aii = 1 ∀i y aij = 0 si
i 6= j; se representa por I.

Dadas dos matrices m× n, A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n y B = (bij)1≤i≤m,1≤j≤n, se define la suma de A con
B como la matriz m× n

A+B = (aij + bij)1≤i≤m,1≤j≤n.
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Si λ ∈ K, se define la multiplicación de λ por A como la matriz m× n

λA = (λaij)1≤i≤m,1≤j≤n.

Si A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n es una matriz m × n y B = (bij)1≤i≤n,1≤j≤p es una matriz n × p, se define la
multiplicación de A por B como la matriz m× p

A ·B = (cik)1≤i≤m,1≤k≤p

donde cik =
∑n

`=1 ai`b`k.

Proposición. Sean A,B,C matrices con los tamaños adecuados, λ, µ ∈ K, 0 la matriz nula e I la matriz
identidad. Se verifica que

1. A+ (B + C) = (A+B) + C

2. A+ 0 = 0 +A

3. A+ (−A) = (−A) +A = 0

4. A+B = B +A

5. λ(A+B) = λA+ λB

6. (λ+ µ)A = λA+ µA

7. λ(µA) = (λµ)A

8. 1A = A

9. A(BC) = (AB)C

10. A I = IA = A

11. A(B + C) = AB +AC

2. Tipos de matrices

1. Matriz fila: m = 1; matriz columna: n = 1; matriz cuadrada: m = n.

2. Matriz triangular superior: A es cuadrada y aij = 0 ∀i > j; matriz triangular inferior: A es cuadrada
y aij = 0 ∀i < j.

3. Matriz diagonal: m = n y aij = 0 ∀i 6= j.

4. Matriz transpuesta: si A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n, la matriz transpuesta de A se representa por AT y se

define como AT = (aji)1≤j≤n,1≤i≤m.

5. Matriz simétrica: A = AT ;

6. Matriz antisimétrica: A = −AT .

7. Matriz ortogonal: A ·AT = I.

Proposición. Sean A,B matrices con los tamaños adecuados y λ ∈ K. Se verifica que

1. (AT )T = A

2. (λA)T = λAT

3. (A+B)T = AT +BT

4. (A ·B)T = BT ·AT .

3. Determinante de una Matriz

Antes de definir el concepto de determinante, se necesitan algunas nociones previas. Una permutación
de los números {1, . . . , n} es una agrupación de todos ellos sin repetir ninguno. Se representa por Sn al
conjunto de todas las permutaciones de {1, . . . , n}; obsérvese que el cardinal de Sn es n!.
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Sea σ = (i1, . . . , in) ∈ Sn. Se define el ı́ndice de σ, y se representa por ε(σ), como el número de veces
que ij < ik siendo k < j.

Definición. Se define el determinante de A = (aij)1≤i,j≤n como

det(A) =
∑

σ=(i1,...,in)∈Sn

(−1)ε(σ)a1i1 · · · anin .

det(A) también se suele representar por |A|.

Definición. Una matriz cuadrada A se llama singular si det(A) = 0. En caso contrario, se llama
regular (o no singular).

Proposición. Sean A,B matrices n× n y λ ∈ K. Se verifica

1. det(A) = det(AT ).

2. det(A ·B) = det(A) det(B).

3. Sea A∗ la matriz que resulta al permutar dos filas (resp. columnas) de A, entonces det(A∗) =
−det(A).

4. Sea A∗ la matriz que resulta al multiplicar una fila (resp. columna) de A por λ, entonces det(A∗) =
λdet(A).

5. det(λA) = λn det(A).

6. Si una fila (resp. columna) de A es proporcional a otra fila (resp. columna) de A, entonces det(A) =
0. En particular, si alguna fila (resp. columna) es nula, entonces det(A) = 0.

7. Sea A∗ la matriz que resulta al sumar a una fila (resp. columna) de A cualquier otra fila (resp.
columna) de A multiplicada, previamente, por un elemento de K, entonces det(A∗) = det(A).

8. Si A es triangular (en particular, diagonal) det(A) =
∏n
i=1 aii.

9. Sea A una matriz n× n con la siguiente estructura

A =

(
M11 M12

M21 M22

)
donde Mij son matrices ni × nj tales que n1 + n2 = n. Si M21 o M12 es la matriz nula, entonces

det(A) = det(M11) det(M22).

4. Cálculo de determinantes

A continuación, se recuerdan dos de los métodos básicos para el cálculo de determinantes; es claro
que si el orden de la matriz es 1,2 o 3, la aplicación de las fórmulas, que se derivan de la definición de
determinante, resuelven el problema.

4.1. Desarrollo por una fila o columna

Sea A = (aij)1≤i,j≤n. En primer lugar se introduce la noción de adjunto. El adjunto del elemento aij
es Aij = (−1)i+jαij donde αij es el determinante de la submatriz de A que se obtiene al suprimir la fila

3



i-ésima y la columna j-ésima. En esta situación, si i es cualquier elemento en {1, . . . , n},

det(A) =
n∑
k=1

aikAik.

O bien, si j es cualquier elemento en {1, . . . , n},

det(A) =
n∑
k=1

akjAkj .

4.2. Triangulación de una matriz

Sea A = (aij)1≤i≤m,1≤j≤n una matriz, no necesariamente cuadrada. El desarrollo del método se
presenta por filas, de forma similar se actúa por columnas.

La idea consiste en transfomar A, mediante operaciones elementales, en un matriz triangulada. Una
matriz triangulada o escalonada es una matriz que satisface:

Las filas nulas (si existen) están al final.

Cada una de las filas comienza con una sucesión de ceros (que suele ser vacia en el caso de la primera
fila) que tiene, al menos, un cero mas que la fila anterior.

En esta situación, el proceso de triangulación (o eliminación) gaussiana es como sigue (nos referiremos a
la fila i-ésima de la matriz como Fi y a la columna j-ésima como Cj):

Procedimiento de triangulación (o eliminación) gaussiana

1. Si a11 = 0 determinar un elemento en la primera columna de A que no sea nulo y permutar las
correspondientes filas. Si tal elemento no existe, trabajar en la zona de la matriz que se obtiene al
suprimir C1.

2. ∀i ∈ {2, . . . ,m} reemplazar Fi por Fi − ai1
a11
F1.

3. Repetir el proceso, hasta consumir todas las filas, trabajando en la zona de la matriz A que se
obtiene al suprimir las filas, y las correspondientes columnas, en las que ya se ha trabajado.

En esta situación, teniendo en cuenta las propiedades del determinante (véase arriba), si A es cuadrada
(m = n) y U = (uij)1≤i,j≤n es la triangulación de A entonces

det(A) = (−1)ε
n∏
i=1

uii

donde ε es el número de permutaciones de filas que se han realizado durante el proceso de triangulación.

Ejemplo.

A =

 0 1
2 1
1 2

F1! F2−−−−−−→

 2 1
0 1
1 2

F3 ← F3 −
1

2
F1

−−−−−−−−−−−→

 2 1
0 1
0 3/2

F3 ← F3 −
3

2
F2

−−−−−−−−−−−→

 2 1
0 1
0 0


Observación. Se sugiere al lector que ampĺıe conceptos estudiando la versión reducida de la triangula-
ción, el pivotaje parcial o total.
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Ejercicio. Triangular la matriz sobre Z5

A =

 [ 1 ] [ 2 ]
[ 3 ] [ 4 ]
[ 4 ] [ 3 ]


Observación. La matriz

An =


1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn

...
...

...
xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n


se llama matriz de Van der Monde. Se verifica que

det(An) =
∏

1≤i<j≤n
(xj − xi).

5. Matriz inversa

Definición. Sea A una matriz n× n sobre K. Se dice A que es invertible si existe otra matriz B, n× n,
sobre K, tal que A ·B = B ·A = I. En tal caso, a B se le llama matriz inversa de A y se representa como
A−1.

Proposición.

1. La matriz inversa de una matriz, si existe, es única.

2. A es invertible si y sólo si es regular.

3. Si A es invertible, entonces

A−1 =
1

det(A)

 A11 · · · A1n
...

...
An1 · · · Ann


T

donde Aij es el adjunto de aij (véase arriba).

4. Si A,B son invertibles del mismo tamaño, A ·B es invertible y (A ·B)−1 = B−1 ·A−1.

5. Si A es invertible, entonces (A−1)−1 = A.

Observación. [Método de Gauss-Jordan]
Sea A invertible. Se considera la matriz ampliada (A | I) y se aplica el proceso de triangulazión, haciendo
ceros también por encima de la diagonal, hasta obtener (I |E). Entonces A−1 = E.

Ejemplo. (
1 2
3 1

)
 

(
1 2 | 1 0
3 1 | 0 1

)
F2 ← F2 − 3F1−−−−−−−−−−→

(
1 2 | 1 0
0 −5 | −3 1

)
F1 ← F1 +

2

5
F2

−−−−−−−−−−−→

(
1 0 | −1/5 2/5
0 −5 | −3 1

)
F2 ← −

1

5
F2

−−−−−−−−→

(
1 0 | −1/5 2/5
0 1 | 3/5 −1/5

)

 

(
−1/5 2/5

3/5 −1/5

)
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Ejercicio. Invertir la matriz sobre Z5

A =

(
[ 1 ] [ 2 ]
[ 1 ] [ 3 ]

)

6. Rango de una Matriz

Definición. Sea A una matriz m × n. Se define el rango de A como el máximo de los órdenes de las
submatrices regulares de A. Se representa por rg(A).

Observación.

1. Si A es m× n, rg(A) ≤ mı́n{m,n}.

2. Si rg(A) = s entonces existe una submatriz de A regular de orden s× s y toda submatriz de A de
orden t× t, con t > s, es singular.

3. El rango de A coincide con el número de filas no nulas que tiene la matriz triangulada de A.

7. Sistemas de Ecuaciones lineales

Se considera el sistema de ecuaciones lineales

S ≡


a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

...
am1x1 + · · ·+ amnxn = bm

donde aij ∈ K y xi son las incógnitas. S admite una representación matricial como sigue:

A︷ ︸︸ ︷ a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

 ·
X︷ ︸︸ ︷ x1
...
xm

 =

b︷ ︸︸ ︷ b1
...
bm


o bien A ·X = b.

A la matriz A se le llama matriz del sistema y a b matriz de términos independientes. A la matriz que se
obtiene al añadir a la derecha de A la columna b se le llama matriz ampliada y se representa como (A|b).
Si b es nulo, se dice que el sistema es homogéneo.

Definición. Se dice que S es: compatible determinado si el sistema tiene solución única;
compatible indeterminado si tiene infinitas soluciones; e incompatible si no tiene solución.

Teorema. (Rouche Fröbneius)

1. E tiene solución ⇔ rg(A) = rg((A|b)).

2. E tiene solución única ⇔ rg(A) = rg((A|b)) = n.

Observación.

E es incompatible ⇔ rg(A) 6= rg((A|b)).

E es compatible determinado ⇔ rg(A) = rg((A|b)) = n.
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E es compatible indeterminado ⇔ rg(A) = rg((A|b)) < n.

Todo sistema homogéneo es compatible.

Observación. (Resolución via triangulación) Sea (U |u) la matriz triangulada de la matriz ampliada (A|b).
Sea E∗ el sistema de ecuaciones lineales asociado a (U |u). Entonces E y E∗ son sistemas equivalentes; es
decir tienen las mismas soluciones. Por tanto, para resolver E , se obtiene primero E∗ y se determinan sus
soluciones. Obsérvese que resolver un sistema de ecuaciones lineales con matriz triangulada es sencillo.

Teorema. (Regla de Cramer) Sea E con m = n y rg(A) = n. Entonces, si representamos por Ci las
columnas de A, se verifica que

xi =
det(C1, . . . , Ci−1, b, Ci, . . . , Cn)

det(A)
, i = 1, . . . , n

8. Factorización PA = LU

En esta última sección se muestra como la reinterpretación matricial del proceso de triangulación
visto arriba permite expresar una matriz A, m× n, como

PA = LU

donde

P es una matriz de permutación; es decir, una matriz obtenida permutando filas en la matriz
identidad,

L es una matriz triangular inferior m×m con 1 en todas las posiciones de la diagonal,

U es una matriz triangulada m× n.

Observación. [Aplicación]
Supongamos que se conoce una factorización PA = LU . Entonces, como P es invertible, el sistema
AX = b es equivalente al sistem PAX = Pb; es decir, al sistema LUX = Pb. Este último sistema se
puede abordar resolviendo dos sistemas triangulares:

1. Primero se resuelve LX = Pb; sea a la solución.

2. Después se resuelve el sistema UX = a.

Esta interpretación es especialmente interesante cuando se tiene que resolver varios sistemas de ecuaciones
con la misma matriz del sistema.

Procedimiento PA = LU

1. [Inicialización] Sea P = I, L = 0.

2. [Búcle central] Aplicar a A el proceso de triangulación. En cada estadio, se ejecuta una de las dos
acciones que aparecen a continuación

2.1. Se permuta la fila i-ésima, Fi, por la fila j-ésima, Fj ; en cuyo caso, se realiza la misma
permutación de filas tanto en P como en L.

2.2. Se cambia la fila Fj por la fila Fj + αFi; en cuyo caso, el elemento `ji, de la matriz L, pasa a
ser `ji = −α.
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3. [Salida] Devolver L+ I, P y U como la matriz triangulada de A.

Ejemplo.

A =

 0 1
2 1
1 2


P = I
L = 0

F1! F2−−−−−−→

U =

 2 1
0 1
1 2


P =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1


L = 0


F3 ← F3 −

1

2
F1

−−−−−−−−−−−→

U =

 2 1
0 1
0 3/2


P =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1


L =

 0 0 0
0 0 0
1
2 0 0





F3 ← F3 −
3

2
F2

−−−−−−−−−−−→

U =

 2 1
0 1
0 0


P =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1


L =

 0 0 0
0 0 0
1
2

3
2 0




Salida−−−→

U =

 2 1
0 1
0 0


P =

 0 1 0
1 0 0
0 0 1


L =

 1 0 0
0 1 0
1
2

3
2 1




Ejercicio. Determinar una descomposición PA = LU donde P es la matriz sobre Z5

A =

 [ 1 ] [ 2 ]
[ 3 ] [ 4 ]
[ 4 ] [ 3 ]


9. Grupos matriciales (opcional)

Sea Mm×n(K) el conjunto de todas las matrices m× n con coeficientes en un cuerpo K.

(Mm×n(K),+), donde + es la suma usual de matrices, es un grupo abeliano.

Sea GLn(K) = {A ∈Mn×n(K) | det(A) 6= 0}.
(GLn(K), ·), donde · es la multiplicación usual de matrices, es un grupo. A GLn(K) se le llama
grupo lineal de orden n sobre K.

Sea SLn(K) = {A ∈ GLn(K) | det(A) = 1}.
(SLn(K), ·), donde · es la multiplicación usual de matrices, es un grupo. A SLn(K) se le llama
grupo especial lineal de orden n sobre K.

Sea On(K) = {A ∈ GLn(K) |A es ortogonal}.
(On(K), ·), donde · es la multiplicación usual de matrices, es un grupo. A On(K) se le llama
grupo ortogonal de orden n sobre K.

Sea SOn(K) = {A ∈ On(K) | det(A) = 1}.
(SOn(K), ·), donde · es la multiplicación usual de matrices, es un grupo. A SOn(K) se le llama
grupo especial ortogonal de orden n sobre K.
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